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Anfachung von Elektronen-Plasmaschwingungen durch Stowellen®
Von J.D. WeLLy

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hochschule Hannover
(Z. Naturforschg. 18 a, 1157—1168 [1963] ; eingegangen am 13. August 1963)

The velocity distribution of the electrons within a plasma shock front is investigated by methods
of the kinetic theory arranged in a manner to account for heavy deviations from thermodynamic
equilibrium. The distribution function exhibits two peaks and becomes unstable with respect to
electron oscillations if the shock wave is sufficiently strong (Maca number M Z 6.5). The second
peak is formed by run-away-electrons, i.e. those fast electrons which transgress the shock front
from the hot region. The frequencies, wave numbers, growing rates, phase and group velocities of
the excited oscillations, and the influence of the Onmic damping are calculated approximatively.
The results are applied to the non-thermal radiofrequency radiation of the sun.

Longitudinale Elektronen - Plasmaschwingungen
unterscheiden sich von gewohnlichen Schallwellen
vor allem dadurch, dal nur die Elektronenkompo-
nente des Plasmas wesentlich an der Schwingungs-
bewegung beteiligt ist, so dall periodische Raum-
ladungen entstehen. Die riicktreibenden Krifte riih-
ren weniger vom Druck her als von dem elektrischen
Feld, welches durch diese Raumladungen aufgebaut
wird. Die Frequenz ist stets gleich oder nur wenig
groBer als die Elektronen-Plasmafrequenz !

wp = VA7 e nefm,,

wo n, die Dichte und m, die Masse der Elektronen
bedeutet. In dieser Arbeit soll untersucht werden,
unter welchen Bedingungen und auf welche Weise in
einem vollionisierten Wasserstoffplasma ohne Ma-
gnetfeld derartige Schwingungen durch StofBwellen
angefacht werden konnen. Unter StoBwellen sind
dabei, genau wie in einem neutralen Gas, Storungen
groBer Amplitude zu verstehen, die sich mit Uber-
schallgeschwindigkeit im Plasma ausbreiten. Da fiir
die Anfachung von Plasmaschwingungen die Ge-
schwindigkeitsverteilung der Elektronen ausschlag-
gebend ist, miissen die Untersuchungen mittels der
kinetischen Theorie durchgefiihrt werden, deren
Grundlagen in Abschnitt 1 zusammengestellt sind.
In den Abschnitten 2 und 3 werden diejenigen Tat-
sachen tiiber PlasmastoBwellen und Elektronen-
schwingungen behandelt, die in den folgenden Tei-
len der Arbeit benotigt werden. Das eigentliche Pro-
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blem wird dann zunichst qualitativ in Abschnitt 4
und quantitativ in den Abschnitten 5 bis 7 behan-
delt. Abschnitt 8 befafit sich mit einer Anwendung
der Ergebnisse auf die iiberthermische Radiofre-
quenzstrahlung der Sonne.

Auf die Moglichkeit einer Erzeugung von Plasma-
schwingungen durch StoBwellen ist im Hinblick
auf astrophysikalische Probleme bereits mehrfach
hingewiesen worden 273, K6LBEL ¢ hat mittels hydro-
dynamischer Methoden gezeigt, dafl durch hinrei-
chend starke Stofle Plasmaschwingungen angefacht
werden konnen. Er beschrankt sich dabei jedoch auf
solche Losungen, bei denen die Amplitude, von
einem mithewegten Bezugssystem aus gesehen, nur
vom Ort, aber nicht von der Zeit abhangt. Solche
Schwingungen treten aber erst bei sehr starken Stof-
wellen (M = 50) auf. Es wird sich zeigen, dal be-
reits bei wesentlich kleineren Macu-Zahlen Schwin-
gungserregung moglich ist.

1. Grundlagen der kinetischen Plasmatheorie

In der kinetischen Theorie wird der Zustand eines
vollionisierten Plasmas durch die Geschwindigkeits-
verteilungen F; und F, der Ionen und Elektronen be-
stimmt. Wir behandeln nur eindimensionale Vor-
ginge. In diesem Fall hiangen F; und F, auller von
der Teilchengeschwindigkeit b und der Zeit ¢ nur
noch von der Ortskoordinate z ab. In einem Wasser-
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stoffplasma gilt dann bei Abwesenheit von Magnet-
und Gravitationsfeldern

aF. oF e p OF oF

R T s il s RE©
Der Index a ist durch i bzw. e zu ersetzen. Das obere
Vorzeichen gilt fiir lonen, das untere fiir Elektronen.
Das rechtsseitige Symbol ist eine Abkiirzung fiir die
Wechselwirkungsglieder, welche die durch Stofe
oder kollektive Wechselwirkung der Ladungstrager
untereinander hervorgerufene zeitliche Anderung
der Geschwindigkeitsverteilung beschreiben. Naheres
hieruiber findet man im Anhang A.

Zu Gl. (1) tritt noch die Poissonsche Gleichung

fur das elektrische Feld

QE/Qzx =4 7 e(n;—n,) (2)
mit na=fFadD und dv =dv, dv, dv,.

Das Plasma befindet sich im thermodynamischen
Gleichgewicht, wenn die rechte Seite von (1) ver-
schwindet. Das ist nur bei MaxweLLschen Geschwin-
digkeitsverteilungen mit gleichen Stromungsge-
schwindigkeiten und Temperaturen fiir die Ionen
und Elektronen der Fall. Die Gleichgewichtsvertei-
lung heifit also

ma,

- 3ls ma - 5
Fa—na(—zr;x—]--‘-) exp{— s (v —Dy) } (3)

2. Plasma-StoBwellen

Stowellen gehen aus gewohnlichen Schallwellen
hervor, wenn die Amplitude so grof} wird, daf} zur
mathematischen Behandlung eine Linearisierung der
Grundgleichungen nicht mehr zulissig ist. AuBerlich
unterscheiden sie sich von Schallwellen durch ihre
grofere Fortpflanzungsgeschwindigkeit und den stei-
len Dichte- und Temperaturanstieg innerhalb einer
Zone von der Breite einiger mittlerer freier Weglén-
gen, die als StoBfront bezeichnet wird.

Bei ebenen, stationdren StoBwellen, die wir hier
ausschliellich behandeln wollen, hdngen die Zu-
standsgrofBen des Plasmas nur von 2’ =2 —wv, ¢ ab,
wobei v; die Geschwindigkeit der Stowelle und z
die Ortskoordinate im Laborsystem ist. 2’ ist dann
die Ortskoordinate in einem mitbewegten System.

In geniigend weiter Entfernung vor und hinter
der Stoffront befindet sich das Plasma im thermo-
dynamischen Gleichgewicht, es gelten dort also die
MaxwerLschen Geschwindigkeitsverteilungen (3). Da
wir von einem &dufleren elektrischen Feld absehen
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wollen, ist dort nach (2) aullerdem ni=n.=n.
Kennzeichnet man die Zustandsgroflen an diesen
Stellen durch die Indizes 1 und 2, so ist demnach
vom mitbewegten System aus gesehen

F n ( ma  \'h
9= o (-
iz 1,2 2% T1,2

cexp{= lt [t v ) +ut ] (@)

Das Plasma stromt also mit den Geschwindigkeiten
—v; bzw. —wv,. Vom Laborsystem aus gesehen
lauft dagegen die StoBwelle mit der Geschwindig-
keit + v, in 2-Richtung.

Der Zusammenhang zwischen den Zustandsgrofen
vor und hinter der Stolfront ergibt sich aus den
Erhaltungssitzen fiir die Teilchenzahlen, den Impuls
und die Energie. Diese Gesetze besagen, daf} im mit-
bewegten System die folgenden Gréoflen raumlich
konstant sein miissen:

Der Ionen- und der Elektronenstrom f v Fodb.
Der Impulstransport m;fvf F; dv + m, fvzz F.dv.
Der Energietransport

"2”/UID2FidD+T23-vaD2FedD.

Einsetzen der Verteilungsfunktionen (4) und Gleich-
setzen fithrt auf die bekannten Hucoxior-Gleichun-
gen:
P (5)

(mi+me)nyv2+2n, 2T,

= (mi+me)nav,>+2n,% Ty, (6)
(mi+me)nyv3+10n, v, 2 Ty (7)

= (mj+me)nav58 +10ny v Ty .
Als Maf} fiir die Stiarke der StoBwelle fithren wir

die Macu-Zahl M ein, das Verhiltnis der StoBwel-
lengeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit:

_ /S(mi-i—hlej
M=v, ]/ 0T " (8)

Damit folgt aus den Hucontor-Gleichungen
ne v, 4M2

e ’ (9)

ny v, M43
T, _ (M*+3) (5 M2—1)

7, 16 M2 (19

Hinter der Stofifront ist die Dichte also hochstens
viermal so grof} wie im ungestorten Plasma vor der
StoBfront. Das Temperaturverhiltnis wichst dagegen
mit zunehmender Macn-Zahl iiber alle Grenzen. Das
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Plasma verhilt sich in dieser Hinsicht also wie ein
einatomiges neutrales Gas.

Die bisherigen Rechnungen sagen noch nichts
iiber die Struktur der Stoffront selbst aus. Dieses
Problem ist in den letzten Jahren vielfach behandelt
worden, und zwar meistens mittels der hydrodyna-
mischen Zweifliissigkeitstheorie. Wir verweisen auf
die Arbeiten von Jukes? und KoLBeL®, deren we-
sentliche Ergebnisse in Abb. 1 skizziert sind. Bemer-
kenswert ist der Anstieg der Elekironentemperatur
T. im vorderen Teil der StoBfront und die Ausbil-
dung einer Raumladung, durch die ein elektrisches
Feld E erzeugt wird.

%

E N .

Abb. 1. Struktur einer Plasma-StoBfront (schematisch).

Auf beide Erscheinungen wird in Abschnitt 4 noch
niher eingegangen.

Die Berechnung der Struktur einer Plasma-Stof3-
welle mittels der kinetischen Theorie ist bisher noch
nicht in befriedigender Weise gelungen, da die
Grundgleichungen (1) und (2) bei den starken Ab-
weichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht,
wie sie in der StoBfront auftreten, schwer zu losen
sind.

3. Elektronenschwingungen im Plasma

Zur Behandlung der Elektronen-Plasmaschwin-
gungen gehen wir von den Grundgleichungen (1)
und (2) aus. Dabei kann der Einflul der Schwin-
gungen auf F; wegen der groflen Masse der Ionen
vernachlassigt werden. Wegen der Quasineutralitat
des Plasmas ist daher n; =n., wobei ng die Dichte
der Elektronen im ungestorten Zustand bedeutet.
Ferner sollen die Wechselwirkungsglieder auf der
rechten Seite von (1) vernachlédssigt werden. Diese
Glieder bewirken eine im allgemeinen sehr kleine
Démpfung der Schwingungen, die in Abschnitt 7 auf
andere Weise behandelt wird. Integration der Gl.
(1) tber v, und v, ergibt dann fiir die Elektronen

dfe Sfe _eEdfe _ (11)

s +1}I 3
me CUz

ot éz o
fo=[ [ Fedv, dv, .

mit

7 J. D. Juxkss, J. Fluid Mech. 3, 275 [1957].
8 P. D. NoerbLINGER, Phys. Rev. 118, 879 [1960].
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Aus der Poissoxschen Gleichung (2) wird

QE/x=47me(ne—ne). (12)

Falit man die Plasmaschwingung als kleine Stérung
von f, und E auf, deren Zeit- und Ortsabhangigkeit
durch den Faktor exp(iwt—ikz) gegeben ist, und
nimmt man an, dall £ im ungestorten Zustand ver-
schwindend klein ist, so erhialt man aus (11) und
(12) die bekannte Dispersionsformel

+o0
afeo/avi _ mek?
_/Lx—w/k dv, = 4me” (18)

feo ist die Verteilungsfunktion f, im ungestorten Zu-
stand. (13) dient zur Bestimmung der Frequenz o
bei gegebener Wellenzahl k. Wir setzen k als reell
und @ als komplex mit nicht verschwindendem Ima-
ginirteil voraus, da wir nur an Wellen mit zeitlich
zunehmender Amplitude interessiert sind. Da in
(13) auBer ® nur reelle Groflen auftreten, mufl mit
w auch der konjugiert komplexe Wert von w eine
Losung sein, d. h. anwachsende und abklingende Lo-
sungen sind paarweise vorhanden. Hiernach ist zu
vermuten, daf} die Dispersionsformel nur unter ge-
wissen Bedingungen komplexe Losungen besitzt, da
sich sonst in jedem Plasma spontan Schwingungen
erregen miiflten. In der Tat hat NoErpLINGER ® ge-
zeigt, da} komplexe Losungen nur dann vorhanden
sind, wenn die Funktion f,(v,) ein Minimum, also
mindestens zwei Maxima besitzt und wenn

+ o0
/ Sfe0fSvz g, .0 (14)
Uz — VUmin

ist. Die Schwingungserregung, die in diesem Fall
eintritt, wird haufig auch als Doppelstrom-Instabili-
tdt bezeichnet. Sie beruht auf einer Umwandlung
von Stromungs- in Schwingungsenergie. Naheres
tiber diesen Anfachungsmechanismus findet man bei
Jackson?, wo er als bunching bezeichnet wird.

4. Qualitative Beschreibung der Vorginge
in der StoBfront

In Abschnitt 3 hatten wir darauf hingewiesen,
daf} sich Schwingungen nur dann erregen koénnen,
wenn die Verteilungsfunktion f. ein Minimum, also
eine Einsattelung aufweist. Wir wollen daher in die-

9 J.D. Jackson, J. Nucl. Energy C1, 171 [1959/60].
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sem Abschnitt untersuchen, ob sich in einer Stof}-
front tiberhaupt eine solche Form der Geschwindig-
keitsverteilung herausbilden kann. Dazu betrachten
wir die Verteilungsfunktionen f¢; und f.2 vom Labor-
system aus. Zu ihrer Berechnung haben wir in (4)
das v, durch v, —v; zu ersetzen, womit der Uber-
gang zum Laborsystem vollzogen ist, und tber v,
und v, zu integrieren. Es ergibt sich
v,2} \

—n, (™ )" — e
fﬂ_nl(?nle) exp{ 2.9 T
== S - % . me ¢ _ 2
feQ_n2(2nxT2> exp{ 2zT._,\vI v1+2s) }
(16)
Diese Funktionen sind fiir den Fall M =10 in Abb. 2
dargestellt. Man sieht, da} die Geschwindigkeit eines

groflen Teils der Elektronen hinter der StoBfront
wesentlich grofler ist als die StoBwellengeschwindig-

(15)

ol vy
L /]

Abb. 2. Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen vor und
hinter der StoBfront bei M=10. Nach (9) und (10) ist
ny/ny=3,9 und T,/T;=32,1.

keit v, . Diese Elektronen sind daher in der Lage,
die Stofwelle zu iiberholen und in das Gebiet vor
der eigentlichen Stoffront einzudringen. Da die
Energietibertragung beim Stof} zweier Teilchen un-
gefdahr proportional zu ithrem Massenverhiltnis ist,
geben sie ihre Energie vorwiegend an die dort vor-
handenen Elektronen ab, wihrend die Ionen kaum
beeinflulit werden. Auflerdem bauen sie eine Raum-
ladung auf. Damit ist qualitativ erklart, wie der in
Abb. 1 dargestellte Anstieg der Elektronentempera-
tur und das elektrische Feld im vorderen Teil der
Stoffront zustande kommt.

Es ist nun naheliegend, im Bereich vor der Stof3-
front zwischen thermischen und run-away-Elektronen
zu unterscheiden. Unter den letzteren verstehen wir
diejenigen, welche die Stoffront iiberholt und das
elektrische Feld iiberwunden haben, deren Geschwin-
digkeit aber trotzdem noch grofer ist als die ther-
mische Elektronengeschwindigkeit vor der Stof3front.
Sie werden durch dynamische Reibung mit einer
Kraft abgebremst, die umgekehrt proportional zum
Quadrat ihrer Geschwindigkeit ist. Daraus ist zu
schlielen, dal mit zunehmender Entfernung von der
StoBfront die Zahl der langsameren run-away-Elek-

3/
FomFo=ni(- ™ )"e {4 _Me 2},
i k el nl(anTl P Q}zTID
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tronen sehr viel rascher abnimmt als die der schnel-
leren. Die Geschwindigkeitsverteilung wird daher in
einem vor der eigentlichen StoBfront liegenden Ge-
biet, das wir als Anfachungsgebiet bezeichnen wol-
len, die in Abb. 3 skizzierte Form annehmen. Wenn
das Minimum gentigend tief ist, sind die Voraus-
setzungen fiir die Doppelstrom-Instabilitat erfiillt
und es ist Schwingungsanfachung zu erwarten.

thermische Elektronen

run -away -Elektronen

0 Ymin U

Abb. 3. Geschwindigkeitsverteilung im Anfachungsgebiet
(schematisch).

Das Minimum in der Verteilungsfunktion wird
sich allerdings nur bei hinreichend starken Stof3-
wellen herausbilden. Ist die StoBwelle so schwach,
dal} sich fe; und fe nur wenig voneinander unter-
scheiden, so verliert die Unterscheidung zwischen
thermischen und run-away-Elektronen ihren Sinn.
Die Verteilungsfunktion weicht in diesem Fall an
keiner Stelle wesentlich von der Gleichgewichtsvertei-
lung ab und ist daher iiberall stabil.

5. Naherungsweise Berechnung der Geschwindig-
keitsverteilung im Anfachungsgebiet

Auf Grund der in Abschnitt 4 angestellten Uber-
legungen ldfit sich die Geschwindigkeitsverteilung
der Elektronen im Anfachungsgebiet in zwei Anteile
zerlegen:

Fo=F,+F,. (17)

F ist die Geschwindigkeitsverteilung der thermischen
und F, die der run-away-Elektronen. Die zugehori-
gen Dichten, Temperaturen usw. sollen im folgenden
durch die Indizes t bzw. r gekennzeichnet werden.

Mit zunehmender Entfernung von der StoBfront
muf} Fy gegen F¢y und F, gegen 0 gehen. Wir er-
warten daher, dall im Anfachungsgebiet folgende
Beziehungen gelten:

(18)

n, <ny~n,.

(19)

In erster Ndherung konnen wir also Fy=F; setzen.
Diese Naherung 1dft sich jedoch noch verbessern,
indem wir die Aufheizung der thermischen Elektro-
nen durch die run-away-Elektronen beriicksichtigen
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und in der MaxweLL-Verteilung (18) die Tempera-
tur Ty durch Ty=Ty(x—v,t) >T; ersetzen. Die
Temperatur Ty ergibt sich dann aus dem Energie-
satz, bei dessen Anwendung der Energieaustausch
mit den Ionen wegen des groflen Massenverhaltnis-
ses m;/m, vernachlissigt werden kann. Das gleiche
gilt fiir die Energieabgabe an das elektrische Feld
(vgl. Anhang B). Mit diesen Vernachlassigungen
lautet der Energiesatz fiir die Elektronen

?[%sz(pt-i—-pr) dv + 'aa;/vzbz(pt'*‘Fr) dDJZ
(20)

Diese Gleichung besagt, daB die zeitliche Anderung
der Energiedichte gleich der negativen Divergenz
des Energiestroms sein mufl. Sie 1d6t sich sofort in-
tegrieren, da die vorkommenden Groflen nur von
%’ =z —v,t abhingen und daher 3/dt= —uv, 3/0x
ist. Die Integrationskonstante ergibt sich aus dem
Anfangswert Ty=T, fiir F; = 0. Fiihrt man die Inte-
gration durch und setzt fiir F; die Maxwert-Ver-
teilung

e me 2 2
Ft_nl(anT;) exp{ ?/{T D}

ein, so erhilt man

3 vy 2(Ty—Ty) = ”Z’e[ (v,—v,) B2F,db. (22)

(21)

2

Hiernach lafit sich 7; und damit F; angeben, wenn
F. bekannt ist.

F, ergibt sich nach 1 aus der Gleichung

SFr QFr eE 2F _ (CFr)

+v7._ SR =L
Bt zaz me ot

vz (23)

An dieser Gleichung nehmen wir nun einige Ver-
einfachungen vor:

1. Das dritte Glied wird weggelassen. Wir werden
den Einflul des elektrischen Feldes dafiir bei der
Aufstellung der Randbedingungen berticksichtigen.
Im Anhang B wird gezeigt, dal durch dieses Ver-
fahren kein nennenswerter Fehler verursacht wird.

2. Da die Konzentration der run-away-Elektronen
nach (19) sehr klein sein soll, kann ihre gegensei-
tige Wechselwirkung gegeniiber der Wechselwirkung
mit den thermischen Elektronen und den Ionen ver-
nachlassigt werden.

3. Bei der Berechnung der Wechselwirkung mit
den thermischen Elektronen und den Ionen soll de-
ren Dichte gleich n; und ihre Temperatur gleich 0
gesetzt werden. Bei nicht zu schwachen Stofwellen
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ist dies zuléssig, weil die Temperaturen Ty bzw. T,
der thermischen Teilchen wesentlich kleiner sind als
die Temperatur der run-away-Elektronen, die in der
Groflenordnung von T, liegt.

Mit diesen Vereinfachungen erhalt die Gl. (23)
folgende Form (Herleitung im Anhang A) :

3F; S _ af,3F: o) 3% o OF:
ai’*””a;”ll MR &
(24)
Dabei ist
v=Voi+v,2+v.2, (25)
u=1,/v=cos?, (26)
_daetn 1, (3%Ts 1 /xT
- 428 n( x ]/”:). (27)

Die Grundlésung von (24) hat die Form
Fi(x—v,t,v,u,p)

=G(w,u) exp {—pla(z—v,2) — §v,0%]}. (28)
p ist ein freier Parameter und

w=phv. (29)
Einsetzen in (24) ergibt eine Diff.-Gl. fir G:

(1— uaAumd_z %Q-}w§£~+w uG=0. (30)
Die Randbedingung lautet
FinGel?n? 0 fir w— . (31)

Ferner muf iiberall G = 0 sein. Eine nihere Dis-
kussion von (30) ergibt, daf} diese Bedingungen er-
fillbar sind und da8 fiir sehr grofle w

Grze v

—e hpvt

(32)

ist. Die exakte Losung scheint nicht in geschlossener
Form darstellbar zu sein. Eine Naherungslosung ist
in Anhang C angegeben; eine weitere mit ganz dhn-
lichem Verlauf wurde durch Entwicklung von G nach
Lecenpreschen Polynomen hergeleitet.

Die allgemeine Losung von (24) geht aus (28)
durch Multiplikation mit einer Gewichtsfunktion
C(p) und Integration tber alle positiven p hervor:

Fr(’l}, u, 2?’) =
[€(p) 6p" v, u) exp{—p(as’— }v,0%) } dp (33)
0

¥ =x—vt.

Fiir die meisten run-away-Elektronen gilt v > v, .
Daher kann das Glied 4 p v, »® im Exponenten weg-
gelassen werden, da es klein gegen das laut (32)

mit
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auftretende Glied } p v* ist. Es bleibt

F.(v,u,2) = fooC(p) G(p"v,u) e 72 dp. (34)
0

Da zur Anwendung der Dispersionsformel (13)
die Kenntnis der Funktion f, erforderlich ist, muf}
(34) noch iiber v, und v, integriert werden. Nach
Einfiihrung der Funktion

g(w,) = p"=//c duydv.=271 (67w dw (35)
’ [we|
mit

w,=p’ v, erhilt man

fe(vg, 7)) = fp_,,,c(p) g(phv,) e P27 dp.  (36)
0

Der Faktor p” in (35) bewirkt, daf} g dimensions-
los wird und nur von w, abhéngt. Wie aus der Dar-
stellung der numerisch berechneten Funktion g(w,)
in Abb. 4 hervorgeht, sind infolge der Streuung auch
riicklaufige run-away-Elektronen in betrdchtlicher
Anzahl vorhanden. Wesentlich fiir die Anfachung ist

2N

N

=1, 0 1 2

Wy =

Abb. 4. Geschwindigkeitsverteilung der run-away-Elektronen.

jedoch, dafl das Maximum der Kurve auflerhalb

w, =0 liegt, so daf} bei Addition einer hinreichend

schmalen Gauss-Verteilung mit dem Schwerpunkt

w, =0 eine Funktion mit zwei Maxima entsteht.
Fiir positive w, gilt in guter Naherung

g~ (1+1,4w,) exp{ — Fw,*}. (37)

Zur Bestimmung von C(p) ist die Formulierung
einer Randbedingung notwendig. Ist z. B. f. an der
Stelle 2" =0 vorgegeben, so folgt C(p) nach (36)
aus der Integralgleichung

fp"”c(p) g(p™v;) dp=fr(v7,0). (38)
0

Fir f;(v;,0) konnte man die durch (16) gege-
bene Geschwindigkeitsverteilung f.o der Elektronen
hinter der Stoffront einsetzen. Fiir v, > v, ist dies

auf jeden Fall richtig, da die sehr schnellen Elektro-
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nen die Stoffront praktisch ungestort durchdringen
konnen und daher zu den run-away-Elektronen ge-
zdhlt werden miissen. Fiir kleinere und negative v,
1af3t sich f, (v, . 0) nicht eindeutig festlegen, wodurch
jedoch keine Schwierigkeiten entstehen, da die lang-
samen bzw. riickldufigen Elektronen ohnehin nicht
unmittelbar in das Anfachungsgebiet eindringen kon-
nen. Mathematisch kommt dies dadurch zum Aus-
druck, daf} fir v, < v; die Form von f,(v,,0) auf
die Verteilung f;(v,,2") im Anfachungsgebiet nur
einen sehr geringen Einflull hat. Wir konnen also
auch fiir diesen Geschwindigkeitsbereich fe als An-

fangsverteilung verwenden.

Da wir bei Aufstellung der Gl. (24) das elektri-
sche I'eld vernachléssigt hatten, miissen wir jedoch
beriicksichtigen, daB die Elektronen beim Uberholen
der Stofifront eine Potentialschwelle AU zu iiber-
winden haben. Zu diesem Zweck versehen wir die
Anfangsverteilung f,» noch mit dem Borrzmany-
Faktor exp (e AU/» T,). Nach KoLBEL® gilt bei star-
ken Stolwellen eAU/xT,= —2,16; folglich ist
exp (e AU/%xT,) =0,115. Damit erhilt die Anfangs-

verteilung folgende Form
fr(vz,0) =0,115 feo
— me % __Me _ 2
=0,115 n2(2 anT, ) exp{ 5% T, (v — vy +v5) }
(39)
C(p) ist nun so zu bestimmen, dafl (38) unter Be-
riicksichtigung von (37) und (39) erfiillt ist. Dies
ist ndherungsweise der Fall fiir

_ 0lSnme oy f L[ me \2
CP) = g mnt, P eXp{ p(2xT2) } ()

Einsetzen in (36) ergibt

N me ¥
fe vz, &) 20,115 ny (2 e )

ol v me \%] g
'[1,4(2 X (2;¢T2> ]e ()

mit der Abkiirzung

m
= e

o 4 4\ /2
5% T (daz +v,)">1.

Bei der Auswertung des Integrals in (36) wurde
von der Beziehung

[ " exp{ —a2p—b2/p} dp
U = 1
~ Lﬂ?(f)” "e=2ab fir ab>1

a a

(42)

Gebrauch gemacht.
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Fiir 2" =0 und groBe v, soll (41) mit (39) iiber-
einstimmen. Dies ist mit einer fiir unsere Zwecke
hinreichenden Genauigkeit erfiillt, wenn man bertick-
sichtigt, dal nach (8) bis (10) gilt
me(vl—v2ﬁ_ 15 me (M2—1)2

27271, (mi+me) (M2+3) (5 M2—1

)<1. (43)

Die Verteilungsfunktion (41) gibt das erwartete phy-
sikalische Verhalten der run-away-Elektronen fiur
v, >0 richtig wieder. Mit wachsender Entfernung z’
von der Stoflfront nimmt f, ab, und zwar um so
stirker, je kleiner v, ist. Bei konstantem " nimmt f,
mit v, zunidchst zu und durchlauft ein Maximum bei
0.70,723 (M)/ (4az)™. (44)
me
Diese ,,wahrscheinlichste Geschwindigkeit® nimmt
also mit der achten Wurzel aus der Entfernung von
der StoBfront zu.

Die Einschrankung, dal der Exponent von (41)
betragsmiflig > 1 sein muf, besagt, dal der Aus-
druck nur fir n, < n, gilt. Das ist im wesentlichen
gleichbedeutend mit (19). Die Rechnungen haben
gezeigt, dall diese Beziehung im Anfachungsgebiet
stets erfillt ist (vgl. Abb. 5).

Zur Auswertung der Dispersionsformel (13) ist
der Ausdruck (41) noch zu kompliziert. Wir ndhern
ihn deshalb durch eine Gauss-Verteilung an, die so
gewahlt werden soll, da} sie in den Punkten 0 und
vym mit (41) tbereinstimmt und dafl ihr Maximum
an der Stelle v, liegt. Dadurch wird erreicht, dafl
das fiir die Anfachung wichtige Gebiet 0 <v, <v,p
moglichst gut angendhert wird. Es ergibt sich

pmossan o2 () el ()

1,25me (1 \4 2
exp{— ‘27-}7572_ (;7) (vz —vzm) 3 } (45)

Dabei ist
l=gl(ifaf=:44iﬁfﬁz ;
o \ me dmetnnd’
Damit ist die Bestimmung von f, abgeschlossen.
Zur endgiiltigen Bestimmung von f; muB jedoch
noch das in (22) auftretende Integral berechnet
werden. Dabei konnen wir die Stowellengeschwin-
digkeit v; unter dem Integralzeichen gegeniiber dem
v, vernachldssigen, da die Geschwindigkeitskompo-

nente v, bei den meisten run-away-Elektronen sehr
viel grofler als vy ist. Damit folgt aus (22)

(46)

thT1(1+ i R vxnzr,dn). (47)

3ngvyx Ty
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Die numerische Rechnung ergab
2 . 2}5T2 3s xr"/a 2l i’, Ya
[ v Frdn—0,104n2(—me ) (1) exp{ (I)}
(48)
Damit ist die Temperatur T; auf bekannte Grofen
zuriickgefiihrt. f; ergibt sich aus (21) zu

’ me ¥ me
V., ) =Ny | ——— ex =
filvz, ) 1(2nzn) p{ 2% Tt

In Abb. 5 ist der Verlauf einiger ZustandsgrofBen,
wie er sich nach den in diesem Abschnitt durchge-
fiihrten Rechnungen im Anfachungsgebiet der Stof3-
front ergibt, fiir den Fall M =10 graphisch darge-

vf}- (49)

3107 6*\ T
BN ‘ [
\ |
T?-IO"‘—TI, \ V. /vy : 20
eV
U —53A< | 15
n T X,
Ll \\ i
1:10°F 2 10
N AL
& e
1
"\

20 130" |40 50" 60 700 80F 90
Instabiles Gebiet ——
x'/l

Abb. 5. Elektronentemperatur T¢ = Tt, Konzentration und
mittlere Geschwindigkeit der run-away-Elektronen im An-
fachungsgebiet. M =10.

stellt. Die mittlere Geschwindigkeit der run-away-
Elektronen ist gleich dem 15- bis 20-fachen der Stof3-
wellengeschwindigkeit, ihre Konzentration liegt in
der GroBenordnung 1073, Bei hoheren Macr-Zahlen
ergeben sich ahnliche Werte. Die Vernachlédssigungen,
die sich auf die Annahmen v, > v; und n, <ny
griindeten, sind damit nachtraglich gerechtfertigt.

Wie bereits aus den Gln. (45) und (48) hervor-
geht, ist die Grofle [, die bis auf einen Faktor von
der Grofenordnung 1 gleich der mittleren freien
Weglidnge der Elektronen hinter der StoBfront ist,
die charakteristische Lange fiir die Zustandsénde-
rungen. Dies stimmt mit den Ergebnissen von Jukes 7
und Ko6LBEL 6 iiberein, nach denen die Breite der
StoBfront einige mittlere freie Wegldngen der auf-
geheizten Plasmateilchen betragt.

6. Die Auswertung der Dispersionsformel

Mit feo= f; + f; lautet die Dispersionsformel (13)

+o0 oo

+
faft/ava: d’U;-I- / afr/av/;:c dvx= ZIe kz /
Tz — O, e

(50)

vz—w/k
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Fiir f; und f, sind die durch (49) und (45) gegebe-
nen Gauss-Verteilungen einzusetzen. Die Integrale
lassen sich mittels der Beziehung

+o0 z
[l _ _aymes [Fdstaic™ (51)
. r—z 2

=00 0

auf Fehlerfunktionen komplexen Arguments zuriick-
fiihren. Das obere Vorzeichen gilt fiir Im(z) >0,
das untere fiir Im(z) <0. Es erweist sich als zweck-
mafig, dimensionslose Groflen einzufithren, indem
man alle Geschwindigkeiten als Vielfache der Stof3-
wellengeschwindigkeit v, darstellt und die Wellen-
zahl auf die Desye-Wellenzahl

dme2n \%
- ___1)
D x Tt

(52)

bezieht. Die dimensionslose komplexe Phasenge-
schwindigkeit ist hiernach gegeben durch

L L = HOUD)

7 Im (w)
vk v k ’

vk (55)

Unter Verwendung der Ergebnisse der Abschnitte
2 und 5 stellt sich heraus, daf} als Variable nur die
fiinf GréBen M, 2'/l, u,, u; und k/kp in die Dis-
persionsformel (50) eingehen, wovon wiederum
nur drei unabhingig sind, da (50) in Real- und
Imaginarteil zerfallt und somit einem System von
zwei reellen Gleichungen &dquivalent ist. Die Aus-
wertung der Dispersionsgleichung wird dadurch er-
leichtert, dafl die Anfachung relativ klein ist. Wie
die Rechnungen ergeben haben, ist stets u; <1, so
dafl man nach Potenzen von u; entwickeln und nach
dem ersten Gliede abbrechen kann. Dadurch wird
(50) linear in u; und man kann u; und k/kp sofort
angeben, wenn M, '/l und up vorgegeben sind. Es
zeigt sich dabei, da} ein u; nur dann existiert, wenn
diese drei Groflen so gewiahlt werden, dafl (14) er-
fullt ist.

Als Ma@ fir die Stirke der Anfachung verwenden
wir die Grofe

f=Im(w)/Re(w) =ui/u,. (54)

Der Maximalwert dieser GroBe ist in Abb. 6 als
Funktion von 2'/l bei M =10 und in Abb. 8 als
Funktion von M dargestellt (obere Kurve). Sie er-
reicht im Hochstfall die Groflenordnung 1074, ist
also sehr klein. Da aber o, =5,6-10* }/n, sec™ 1! ist,
erreicht die Amplitude schon nach Sekundenbruch-
teilen ihre volle Hohe, falls es sich nicht um ein
extrem diinnes Plasma handelt. Die Maximalampli-
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tude 1aft sich natiirlich nur durch Beriicksichtigung
der Nichtlinearitdten in den Grundgleichungen ermit-
teln. Diesbeziigliche Rechnungen sind fiir den statio-
néren Fall von Larenz 1 durchgefiihrt worden.

t ;'72 Re(o)'/op
el % 020
©p 74016
. < %% P
610 oo 012 +—
P ko
4100 N P 0:08
ma
20 L 004
'max 5 / ~— |
30 40 50 60 70 80 90

Xl ————

Abb. 6. Maximale Anfachungsstirke, Frequenz- und Well:n-
zahlbereiche. M =10.

Erwidhnt sei noch, dall bei endlicher Amplitude
neben dem in 3 beschriebenen Anfachungsmechanis-
mus noch ein weiterer, in seinen Wirkungen ganz
ahnlicher Effekt auftritt. Es handelt sich hierbei um
den Einfang von Elektronen in den Potentialtalern
der Welle. Dieser Mechanismus wird bei Jackson?
als trapping bezeichnet. War die Geschwindigkeits-
komponente v, eines eingefangenen Elektrons vor
dem Einfang grofler als die Phasengeschwindigkeit
vy der Welle, so hat sich ein Teil seiner kinetischen
Energie in Schwingungsenergie umgewandelt, d. h.
die Welle ist angefacht worden. War umgekehrt
v,<vp, so hat das Elektron der Welle beim Ein-
fang Energie entzogen. Je nachdem, welcher Prozef}
hédufiger stattfindet, wird die Welle gedampft oder
angefacht. Wie eine leichte Uberlegung zeigt, kann
auch hier Anfachung nur eintreten, wenn f, zwei
Maxima hat.

25
-

Up, Ug

Yg
)

30 40 50 60 70 80 90
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Abb. 7. Phasen- und Gruppengeschwindigkeitsbereich.
M=10.

Aus Abb. 8 geht hervor, dafl Schwingungserregung
erst dann einsetzt, wenn die Macu-Zahl einen be-
stimmten Wert iiberschreitet, der bei M =6,5 liegt.

10 R. W. Lagenz, Z. Naturforschg. 10 a, 766 [1955].
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Bemerkenswert ist hierbei, dal die Stofwellenge-
schwindigkeit in diesem Falle noch wesentlich
kleiner ist als die Elektronenschallgeschwindigkeit
V5% T1/3 me im ungestorten Plasma.

10
8:107°
6.70'5 le/nl =% 7/6-
4.70'5 Z/
Pr 5 1075 /

10 20 30 40 50

M —

1073 Kem’

///
11072
/

/

Abb. 8. Maximale Anfachungsstirke bei Beriicksichtigung der
Onmschen Dampfung.

In Abb. 6 und 7 sind fiir M =10 ferner die obe-
ren und unteren Grenzen fiir die Frequenzen, Wel-
lenzahlen, Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten
dargestellt. Bei hoheren Macu-Zahlen ergeben sich
keine wesentlich anderen Werte. Wichtig fur die An-
fachung ist die Tatsache, daf} die Gruppengeschwin-
digkeit

e = di‘k_Re(w) (55)
ungefahr gleich der Stofwellengeschwindigkeit ist
(ug=~1). Wire dies anders, so wiirden die Wellen-
gruppen das Anfachungsgebiet verlassen, bevor sie
eine nennenswerte Intensitit erreicht haben.

Ein Vergleich mit Abb. 5 zeigt, dal die Phasen-
geschwindigkeiten etwa den Geschwindigkeiten der
run-away-Elektronen entsprechen. Die Frequenzen
sind um einige Prozent grofler als die Plasmafre-
quenz. Die zugehorigen Wellenldngen 27/k betra-
gen 30 bis 60 Desve-Langen, wobei die DEesye-
Lange gleich 1/kp ist (52). Larenz ! ist auf andere
Weise zu einem ahnlichen Resultat gekommen.

7. Beriicksichtigung der Dampfung

Die Dampfung der Schwingungen durch Stofe
wird durch die Dispersionsformel (13) bzw. (50)
nicht erfalit, da wir in der Ausgangsgleichung (11)
das Wechselwirkungsglied fortgelassen haben. We-
gen der Kompliziertheit dieses Gliedes geht man zur
Berechnung der Dampfung besser von den hydro-

11 R. W. Larenz, Self-Interaction of Longitudinal Plasma Os-
cillations with Generation of Electromagnetic Radiation,
in ,,Symposium on Electromagnetic Theory and Antennas®,
Kopenhagen, Juni 1962, Pergamon Press 1963, S. 349.
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dynamischen Grundgleichungen aus. Ist v, die Stro-
mungsgeschwindigkeit der Elekironen und werden
die Ionen als ruhend angenommen, so ist die elek-
trische Stromdichte j= — n, e v, und die Bewegungs-
gleichung lautet bei Vernachlassigung der in diesem
Zusammenhang unwesentlichen Druckkrafte

(56)

3 -
(o))} Ne €7 v,
me e +eE+ "t 0.
o

Die Leitfahigkeit ¢ ist nach Serrzer!2 gegeben
durch

_ 11632(2 % T)*:
o= 2% e2)/me In A (67)
mit A= (xT)"/e Van,.
Zu (56) tritt noch die Kontinuitétsgleichung
ane ane Ve _
T RR T )

Zusammen mit der Poissonschen Gl. (12) dienen
(56) und (58) zur Berechnung von n., v, und E.
Nach Linearisierung laft sich dieses System in be-
kannter Weise mit dem Exponentialansatz

exp(iow' t—ikz)

l6sen, wobei sich als Schwingungsfrequenz ergibt

o =iw,t Vot — o2 (59)
mit der Plasmafrequenz
und we=nge2/2m, 0. (61)

Der Realteil von (59) hat infolge Vernachlassi-
gung des Druckgliedes in (56) nur beschrankte Giil-
tigkeit. Hier ist jedoch nur der Imaginarteil w, von
Interesse. Die durch ihn beschriebene Ommsche
Déampfung wirkt der Anfachung entgegen, so dal}
jetzt statt (54) gilt

f=[Im(w) —w.]/Re(w). (62)

Aus (57) und (61) und Re(w) ~n.” folgt, daR
w./Re(w) ~ne"/T" ist. Daher hingt § jetzt auBer
von M, 2/l und u, auch noch von T3/n; ab in dem
Sinne, dal} die Stabilitat des Plasmas zunimmt, wenn
dieser Ausdruck kleiner wird. In Abb. 8 ist der
Maximalwert von f in Abhangigkeit von M bei ver-

12 R. S. Couex, L. Serrzer u. P. McRourry, Phys. Rev. 80, 230
[1950].
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schiedenen Werten von T,3/n; aufgetragen. Die kri-
tische Macu-Zahl M, , die iiberschritten werden muf,
wenn Schwingungserregung auftreten soll, ist in
Abb. 9 dargestellt. Mit zunehmendem T'®/n, nahert
sie sich dem in Abschnitt 6 angegebenen Mindest-
wert My =6,5.

0% 104 102 1 102 10* Kem
/0 ———

Abb. 9. Kritische Macu-Zahl, bei deren Uberschreitung
Schwingungen angefacht werden.

8. Anwendung auf die Radiofrequenzstrahlung
der Sonne

Die Radiofrequenzstrahlung der Sonne enthilt
neben der thermischen Komponente noch einen wei-
teren Anteil, der in komplizierter Weise aus kurz-
dauernden Einzelimpulsen grofer Amplitude zusam-
mengesetzt ist und haufig als Begleiterscheinung von
Eruptionen (flares) auftritt. Wie man heute weil},
wird ein Teil dieser Strahlung durch Elektronen-
schwingungen in der Korona erzeugt. Im Hinblick
hierauf haben BurkuarpT, FAHL und Larenz 13 die
Kopplungsmechanismen zwischen Elektronenschwin-
gungen und elektromagnetischen Wellen untersucht.

Es ist nun naheliegend, die Elektronenschwingun-
gen in der Korona auf Stofwellen zuriickzufiih-
ren276, Aus der Koronatemperatur T~10° °K er-
gibt sich nach Gl. (8) eine Schallgeschwindigkeit
ay~150 km/sec. Aus Abb. 9 folgt, daB die Damp-
fung durch Stofle hier keine Rolle spielt, da die
Dichte stets kleiner ist als 10 cm™3 und daher
T3/n>10% °K3 cm®. Die kritische Macn-Zahl liegt
also bei 6,5, so dal} von einer Stofiwellengeschwin-
digkeit von 6,5-150 =10% km/sec an Schwingungs-
anfachung zu erwarten ist. Solche Geschwindigkei-
ten werden in der Tat bei Ausbriichen vom sog.

13 G. Burkuarot, Cu. Fanr u. R. W. Larenz, Z. Phys. 161, 380
[1961].
14 Symposium No. IV of the International Astronomical
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Typ II beobachtet (s. 3, S.303). Die gemessenen
Bandbreiten betragen etwa 3 bis 5 Prozent der
Plasmafrequenz * 14, was mit den berechneten Wer-
ten gut tibereinstimmt (Abb. 6). Fiir die zur An-
fachung bendtigte Zeit ergeben sich sehr kleine
Werte. Ist z. B. Im () /w,~f=10"% (vgl. Abb. 8)
und w,=6-108sec™!, was einer Elektronendichte
von 108 cm™? entspricht, so ist 1/Im(w) =2-1073
sec. Die Dauer eines Strahlungsausbruchs betréagt
dagegen einige Minuten, die der Einzelimpulse 0,5
bis 5 sec, so daf} die Maximalamplitude mit Sicher-
heit erreicht wird.

Eine obere Grenze fiir die Dauer der Einzel-
impulse ergibt sich aus der Bandbreite. Setzt man
diese zu 5 Prozent an, so mull die Wellengruppe
spatestens zusammengebrochen sein, sobald sich
beim Fortschreiten der StoBwelle in der Korona die
Plasmafrequenz um 5 Prozent, die Dichte also um
10 Prozent gedndert hat. Die entsprechenden Ent-
fernungen betragen in der unteren Korona etwa 10?
bis 10* km. Bei einer StoBwellengeschwindigkeit
von 10% km/sec wiirden sich also Lebensdauern von
1 bis 10 sec ergeben, was mit den obigen gemesse-
nen Werten gréfenordnungsmiflig iibereinstimmt.

Schwieriger ist die rdumliche Ausdehnung des
Anfachungsgebietes mit den Beobachtungsergebnis-
sen in Einklang zu bringen. Fiir die run-away-Elek-
tronen in der Korona ergibt sich nach (46) eine
mittlere freie Wegldnge von 0,1 Sonnendurchmes-
sern. Die Breite des Anfachungsgebietes ist nach
Abb. 6 noch um einen Faktor 102 grofler. Anderer-
seits muf} aber die raumliche Ausdehnung der Strah-
lungsquelle so klein sein, daf} innerhalb ihres Be-
reichs die Elektronendichte noch als konstant ange-
sehen werden kann, da sich andernfalls grofere
Bandbreiten ergeben miifiten. Wir schlielen daraus,
dal} die wahre mittlere freie Wegldnge nicht durch
den Ausdruck (46) dargestellt wird. Nach einer
Theorie von Larenz 15, die von der kollektiven Wech-
selwirkung der Plasmateilchen ausgeht, ergeben sich
wesentlich kleinere Werte. Wahrscheinlich mufl man
auch beriicksichtigen, dali die Plasmaschwingungen
eine Geschwindigkeitsmodulation der run-away-Elek-
tronen verursachen, wodurch ihre Wechselwirkung
mit den thermischen Elektronen und den Ionen ver-
starkt und die mittlere freie Wegldnge verkleinert
wird.

Union, Cambridge University Press, Cambridge 1957, S.
363.
15 R. W. Larenz, Naturwiss. 48, 40 [1961].
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Die Theorie der run-away-Elekironen erméglicht
auch einen qualitativen Deutungsversuch der Strah-
lungsstoBe vom sog. Typ III. Da diese Stof3e oft als
Vorldufer von Eruptionen auftreten, liegt es nahe,
von einer Stofwelle auszugehen, die gerade im Ent-
stehen begriffen ist. Eine solche instationdre Stof3-
welle bleibt auch nach dem Uberschreiten der kri-
tischen Macu-Zahl noch solange gegen Plasmaschwin-
gungen stabil, bis geniligend run-away-Elektronen
die StoBfront iiberholt haben. Die Schwingungs-
anfachung wird dann nicht gleichzeitig im ganzen
Anfachungsgebiet einsetzen, sondern zunéchst in der
Nihe der StoBfront. Von dort breitet sie sich mit
einer Geschwindigkeit aus, die grolenordnungs-
milig gleich der Geschwindigkeit der run-away-
Elektronen sein diirfte, also etwa gleich der zwanzig-
fachen StoBwellengeschwindigkeit. Auf diese Weise
konnten die hohen Geschwindigkeiten der Strah-
lungsquellen vom Typ III zustande kommen, die
bis in die Groflenordnung der Lichtgeschwindigkeit
reichen.

Aus den gleichen Griinden wie beim Typ II mufl
die raumliche Ausdehnung der Strahlungsquelle
klein gegen die durch (46) definierte freie Weg-
lange sein. Das bedeutet hier, dal} die an irgend-
einer Stelle in der Korona angefachte Schwingung
unter gleichzeitiger Anfachung an einer benachbar-
ten Stelle sofort wieder abklingt. Dieses Abklingen
kénnte z. B. durch den in Abschnitt 6 beschriebenen
Einfang von run-away-Elektronen verursacht wer-
den, deren Geschwindigkeit kleiner als die Phasen-
geschwindigkeit der Welle ist. Diese Annahme ist
deswegen naheliegend, weil an der betreffenden
Stelle im Plasma zunéchst nur sehr schnelle run-
away-Elektronen vorhanden sind, wihrend die lang-
sameren erst entsprechend spéter eintreffen. Es ist
zu erwarten, dafl dieser Effekt im instationaren Fall
wesentlich starker ausgepragt ist als bei einer statio-
niren StofBwelle.

Die hier gegebene Deutung der St6e vom Typ III
hat den Vorteil, daf} sie ohne Magnetfeld auskommt
und dal keine physikalisch wenig plausiblen Stro-
mungs- und StoBwellengeschwindigkeiten von der
GroBenordnung der Lichtgeschwindigkeit auftreten.

Herrn Professor Dr. Larenz bin ich fiir die Stellung
des Themas sowie fiir zahlreiche Anregungen und Dis-
kussionen zu groem Dank verpflichtet; ebenso danke
ich Herrn Professor Dr. Burknarpr fiir die Einrdumung
eines Arbeitsplatzes sowie fiir sein forderndes Interesse.

Diese Arbeit wurde von den ,,Cambridge Research
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Laboratories“ des Office of Aerospace Research, United
States Air Force, durch deren European Office gefor-
dert.

Anhang A

Die Wechselwirkungsglieder der Fokker-Plandk-
Gleichung

Nach Rosexsrura % hat das in den Grundgleichun-
gen (1) bzw. (23) auftretende Wechselwirkungsglied
folgende Form:

dF, 9 1 3¢
(Satia‘)c = — afvu-- <A‘Uﬂ> Fa+ ’2 ’a?“’a’;; <A’U” A1)p> Fa, .
(63)
Die drei Geschwindigkeitskomponenten sind durch grie-
chische Indizes unterschieden. Uber gleiche Indizes ist

zu summieren. Der Index a kennzeichnet die Teilchen-
art. Ferner ist

_p ok
<A’U/4> _F 81;”7 ’ s (64)
_p She
{dv, dv,) =T T (65)
mit
hy = matmp / Fp(v) g’i \ (66)
) mp |D—D '
ho= ‘; / ip—v’| Fp(v") dv'. (67)
Es ist iiber alle Teilchenarten zu summieren.
_4aet o mapuip
e ma.2 2 82 ’ (68)

Zp ist die DeBve-Linge, may, die reduzierte Masse und
u,> das mittlere Quadrat der Relativgeschwindigkeit
der Teilchen a und b.

Zur Bestimmung der rechten Seite von (23) haben
wir in diesen Formeln m, durch me und F, durch F;
zu ersetzen. Fiir den Index b ist i und e einzusetzen.
Vernachldssigt man in (66) m. gegen mi, so wird aus
(66) und (67)

Fi(v) dv’

Fe (V') dv’
hy = lo—v| +2/ ré?_')b,r ) (69)
hy= [|o—0"| Fi(v)) dv'+ [|o—0"| Fe (') dv’.  (70)

Da nach Abschnitt 5 bei der Berechnung der Wechsel-
wirkung mit verschwindenden Temperaturen operiert
werden kann, sind fiir F; und F. O-Funktionen an-
zusetzen:

F1=Fe=n1(5(n). (71)
Einsetzen in (69) und (70) ergibt
hi=3n/v, hy=2n4v (72)

16 M. N. Rosensrure, W. M. MacDo~narp u. D. L. Juop, Phys.
Rev. 107, 1 [1957].
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Damit wird

(dvuy=—3n, I 2%,

mit v=|p].

(73)

(Ao, v,y =2 ny T 000 (74)

Setzt man dies in (63) ein, so erhédlt man nach einigen
Umformungen
oF;
Uy A
dv,

3F; 1 3, v, 9 5
R Rl )
=nl[gep,_ 2 VeVF) ]

v

Fiihrt man Polarkoordinaten ein,

0= (vz, vy, vz) = (v cos P, v sin ¥ cos @, v sin ¥ sin @)
(76)

und beriicksichtigt, dall F; nicht von. ¢ abhéngt, da wir
nur eindimensionale Vorginge behandeln, so wird aus
(75)
(.35{) _ml( CFr

3t Je 0P dv
Dieser Ausdruck wird identisch mit der rechten Seite
von (24), wenn man cos ?=u und ny ['=a setzt.

In (68) ist fiir Ap die Desye-Ldange im Anfachungs-
gebiet einzusetzen:

p=V»T47e2n,.

O2Fy

oF;
+ W +Ctg’l.?*é§) .

(77)

(78)

Ferner ist uy in unserem Falle etwa gleich der mitt-
leren Geschwindigkeit der run-away-Elektronen, also
~ /3% Ts/me. Da sich die reduzierten Massen mei
und mee um den Faktor 2 unterscheiden, miiliten eigent-
lich zwei verschiedene I' eingefithrt werden. Da dieser
Faktor jedoch nur unter dem Logarithmus vorkommt,
kann er vernachlissigt und map, durch me ersetzt wer-
den. Dann ergibt sich fiir a=n; I" der Ausdruck (27).

Anhang B
Das elektrische Feld im Anfachungsgebiet

Die run-away-Elektronen bilden eine Raumladung
or= —en, und einen elektrischen Strom jr= —en;vr.
Der gesamte Strom ist jedoch wesentlich kleiner, da j:
wegen der guten Leitfdhigkeit des Plasmas durch einen
von den thermischen Elektronen gebildeten Strom j; fast
vollstindig kompensiert wird. Bei unendlich guter Leit-
fahigkeit wiirde gelten

(79)
Die Leitfahigkeit ¢ sei so grofl, daf} diese Beziehung

noch niherungsweise giiltig ist. Aus dem Omnwmschen
Gesetz

jr=—enrvr=—jt.

ji=0E (80)

folgt dann
(81)

E=en;vfa.

ANFACHUNG VON ELEKTRONEN-PLASMASCHWINGUNGEN DURCH STOSSWELLEN

Der Einflul des Stromes j; auf die Geschwindigkeits-
verteilung Ft ist wegen nt > n; vernachldssighar klein.

Wir wollen nun untersuchen, inwieweit die Vernach-
lissigung des elektrischen Feldes E in der Foxker—
Pranck-Gleichung (23) gerechtfertigt ist. Dazu setzen
wir auf der rechten Seite von (23) den Ausdruck (75)
ein und fassen gleichartige Glieder zusammen. Das
Glied, in dem die Feldstirke E vorkommt, lautet dann

vz _ e g\oF:

("1 ! v3 me ) dvg 22,

Hiernach kann E vernachldssigt werden, sobald
g=eEv¥men; v, <1 (83)

ist. Fiir beliebig grofie v ist dies offenbar nicht erfiillt.
Fiir uns ist jedoch hauptséchlich die Geschwindigkeit v,
von Interesse. Wir setzen daher v=v;=v,. Mit (81)
und ny I'=a ergibt sich dann

g=e*nrvd/meaoc. (84)

Wir schitzen diesen Ausdruck ab, indem wir die mitt-

lere Geschwindigkeit vr durch die wahrscheinlichste Ge-
schwindigkeit v,y ersetzen, die nach (44) und (46)

durch
0,723 (2% Tzv) () Io
m

. ; (85)

gegeben ist. Fiir ¢ ist der Ausdruck (57) mit T=T}
einzusetzen und a ist durch (27) gegeben. Man erhilt

o ne [ To\: (2" \ls
SVETE A
Setzt man hier die entsprechenden Werte ein, so er-
gibt sich, dal im Anfachungsgebiet, welches etwa von
2'/l=36 bis 2'/[=80 reicht, ¢ stets kleiner als 0,1 ist.
Damit ist gezeigt, da} die Vernachldssigung von E im
Rahmen unserer Genauigkeitsanspriiche gerechtfertigt
1st.

Anhang C
Naherungslosung der Gl. (30)

Geht man mit dem Ansatz

G=exp{—twi+y(u) w? (87)
in die Gl. (30) hinein, so ergibt sich
[(1—u?) v24+u—1] wt
+[A—-u?) p'—2uyp +29] w>=0. (88)

Diese Beziehung ist nicht fiir beliebige Kombinationen
von w und z erfiillbar, jedoch kann man v (z) so be-
stimmen, dal3 das erste Glied identisch und das zweite
im Mittel, d.h. nach Integration iiber u von —1 bis
+1, verschwindet. Dies ist der Fall fiir

w=2Vitu—1V2. (89)
Die Ndherungslosung heilit also
G~exp{—tw+@2VY1l+u—1% V2) w?. (90)



